
随机矩阵理论简介

随机矩阵理论（Random Matrix Theory，RMT）描述了元素为随机变量的大矩阵模型，其特征值和特征向量的确定性规律。

• 举例而言，考虑𝑋 ∈ ℂ!×#的矩阵，其元素为标准复高斯随机变量𝒞𝒩(0,1)，其形成的样本协方差矩阵记为 +𝐶 = $
#
𝑋𝑋%。我们有

如下观察：
• 当样本数𝒏远大于维度𝒑时，由大数定理可知样本协方差矩阵收敛与其期望，也即 +𝐶 − 𝐼! ≈ 0，在任意矩阵范数意义下成

立，如二/谱范数；
• 当样本数𝒏不远大于维度𝒑时，二/谱范数收敛不再成立，有|| +𝐶 − 𝐼!||& ≫ 0，矩阵特征值出现不匹配

• 随机矩阵理论预测，此时特征值分布由Marcenko–Pastur分布给出

𝜇 𝑑𝑥 = 1 − 𝑐'$ 𝛿( 𝑥 +
1

2𝜋𝑐𝑥
𝑥 − 𝐸' 𝐸) − 𝑥 𝑑𝑥
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Marc̆enko-Pastur density• 其范围为 𝐸', 𝐸) = [ 1 − 𝑐 &, 1 + 𝑐 &]，仅由维度比𝑐 = 𝑝/𝑛决定
• 右图为𝑝 = 250, 𝑛 = 4𝑝时的仿真同Marcenko–Pastur理论分布对比，如考虑 +𝐶 − 𝐼! ≈ 0，

则导致
EFG.IJ
G.IJ

= 𝟑𝟎𝟎%的相对误差！

• 传统统计学仅为𝑐 = 𝑝/𝑛 → 0的特例，RMT适用范围更广！
• 已形成较成熟的理论体系，针对信号+噪声模型，时间序列模型等均有对应结果



随机矩阵理论在高维信号与数据处理中的应用

• 随机矩阵理论已被用于刻画大规模无线通信系统（MIMO、CDMA等）的通信容量 [1]
• 随机矩阵理论已被用于刻画大规模神经网络的泛化性能 [2]

• 考虑信号处理（假设检验、角度、速度、位置等参数估计）问题，随机矩阵理论相较传统统计学，更适合大规模阵列
或/和时间采样少情形下的信号处理方法优化
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• 举例而言，针对大规模阵列来角（DoA）估计问题，文献 [3, 4] 证明在阵列规模𝑝和快拍数𝑛都
较大时，传统MUSIC和ESPRIT等子空间方法均导致为真实DoA的有偏估计，需要拓展、修正
算法实现无偏估计

• 仿真如右图，其中𝜃为真实DoA， M𝜃为传统ESPRIT方法给出DoA估计（有明显偏差）， M𝜃*为所
提出的G-ESPRIT方法，可准确估计真实DoA

• 针对无人机等新型、大规模感知系统的算法设计有重要实用价值！


