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随机过程的定义和分类
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随机过程的定义和分类

随机性的世界还是确定性的世界？

Example (随机伯努利实验)

每隔一分钟随机抛掷一次硬币，观察结果 X0,X1, . . .

X =

{
1, 硬币正面朝上: P(X) = p ∈ [0, 1]
0, 硬币反面朝上: P(X) = 1− p ∈ [0, 1]

在时间轴上得到序列 {Xn;n = 0, 1, 2, . . . }，Xn = 1或0

定义 (样本空间Ω)

随机实验所得到的所有可能结果构成的集合Ω。
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随机过程的定义和分类

随机伯努利实验：两个观测时刻、n个观测时刻

考虑随机伯努利掷硬币实验中两个不同时刻 t1 ≠ t2 ∈ {0, 1, . . . }的实验结果
(Xt1 ,Xt2):

(Xt1 ,Xt2) 0 1
0 P(Xt1 = 0,Xt2 = 0) P(Xt1 = 0,Xt2 = 1)
1 P(Xt1 = 1,Xt2 = 0) P(Xt1 = 1,Xt2 = 1)

形成二维度随机变量/向量(X1,X2)，样本空间为{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
可进一步推广至n个观测时刻，形成n维随机向量
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随机过程的定义和分类

两个同学的抛硬币结果

图: 甲乙两个同学分别n次抛硬币的结果
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随机过程的定义和分类

随机过程的定义

定义 (随机过程)

考虑概率空间(Ω,F ,P)和实数集合T，对于任意给定
的t ∈ T,X(t, ω), ω ∈ Ω是(Ω,F ,P)上的随机变量，我们称为随机变量
族X(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω上的随机过程。

包含两个“变量”(ω, t)

其中ω ∈ Ω刻画随机样本; t称为参数，T称为参数集

如T = {0, 1, . . . , 100}为掷硬币实验的观察时间集合，t为观察时间

给定t，随机过程X(t, ω)在时刻t的取值称为该随机过程在时刻的状
态，是一个随机变量

给定ω ∈ Ω,X(t), t称为样本函数，或随机过程的一个实现
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随机过程的定义和分类

定义 (随机过程)

考虑概率空间(Ω,F ,P)和实数集合T，对于任意给定
的t ∈ T,X(t, ω), ω ∈ Ω是(Ω,F ,P)上的随机变量，我们称为随机变量
族X(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω上的随机过程。

1 包含两个“变量”(ω, t)

2 考虑ω, t均为变量时，随机过程是一个时间函数族，或或依赖于参数t的随
机变量族；

3 当t是变量，ω固定时，是一个确定的时间函数（样本函数）；

4 当t固定，ω是变量时，是一个随机变量（状态）；

5 当t和ω均固定时，是一个确定的值。

为简便起见，书写时常省略随机因素ω，将随机过程简记为X(t)。
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随机过程的定义和分类

随机过程

图: 随机过程X(ω, t)示意图
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随机过程的定义和分类

实函数、随机变量和随机过程的区别

实函数：实数（集合）→实数（集合）的映射

随机变量：随机实验结果→实数的映射

随机过程：引入时间（参数）t：随机实验结果→时间的函数

图: 随机变量（左）和随机过程（右）的区别示意图
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随机过程的定义和分类

例子：随机相位正弦波信号

Example (随机相位正弦波信号)

考虑随机相位正弦波信号X(t) = a cos(ωt+ θ)，其中a, ω为常数参数，θ是
在[2, π)内服从均匀分布的随机变量。

1 对于任何给定的时间参
数t = ti = 1s，X(ti) = a cos(ωti + θ) = a cos(ω + θ)是一个随机变量；

2 若考虑随机变量θ的一次实现θ = θi = π/4，得到样本函
数xi(t) = a cos(ωti + θi)，是时间t的确定性函数（关于t的序列）

3 若t = ti, θ = θi均给定，xi(ti) = a cos(ωti + θi)为一个实数
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随机过程的定义和分类

例子：随机相位正弦波信号

图: 随机相位正弦波信号X(t) = a cos(ωt+ θ)

1 从上往下看：x1(t) = a cos(ωt+ θ1), x2(t) = a cos(ωt+ θ2), x3(t) =
a cos(ωt+ theta3), x4(t) = a cos(ωt+ θ4)是参数t的四个确定性函数

2 确定（时间）参数t = ti（图中蓝线），则得到一个随机变
量X(ti) = a cos(ωti + θ)（的四次实现）
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随机过程的定义和分类

随机过程的分类：按参数集和状态空间是离散还是连续

离散时间VS连续时间：
▶ 若参数集T是可数有限集T = {tk, k = 0, 1, 2, . . . ,n}，称为有限随机变量序列；

若参数集T是可数无限集T = {tk, k = 0, 1, 2, . . .}，称为无限随机变量序列；统
称离散时间随机过程，简称随机序列

▶ 若参数集T是不可数有限集T = {t,a ≤ t ≤ b}或T = {t, t ≥ t0}；或者若参数
集T是不可数无限集T = {t,−∞ < t < +∞}或T = {t, 0 ≤ t < +∞}；称为连
续时间随机过程

离散型VS连续型：若随机过程X(t)在任意时刻的过程X(ti)是离散型随机变
量，称为离散型随机过程；若是X(ti)连续型随机变量，称为连续型随机过
程
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随机过程的定义和分类

随机过程的分类

1 参数离散、状态离散的随机过程，或离散
随机序列。如伯努利过
程：T = {1, 2, 3, . . .},Ω = {0, 1}

2 参数离散、状态连续的随机过程，或（连
续）随机序列。如数字信号；每隔一定时
间对随机噪声进行采样，T =
{. . . ,−2∆t,−∆t, 0,∆t, 2∆t, . . .},Ω = R

3 参数连续、状态离散的随机过程。如计数
过程；电话呼叫次
数，T = [0,∞)，Ω = {0, 1, 2 . . .}

4 参数连续、状态连续的随机过程。如热噪
声电压，T = [0,∞)，Ω = R

图: 随机过程的分类
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随机过程的定义和分类

随机过程的其他分类方式

按随机过程概率分布规律可分为：
▶ 独立过程、独立增量过程、高斯过程、泊松过程、维纳过程、马尔可夫过

程、瑞利过程、平稳过程，等等。

按随机过程统计平稳特性可分为：
▶ 严平稳过程、宽平稳过程、周期平稳过程、非严平稳过程，等。

按随机过程的遍历特性可分为：
▶ 遍历过程、非遍历过程。

按随机过程的功率谱特性可分为：
▶ 宽带过程、窄带过程，等。
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随机过程的概率分布
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随机过程的概率分布

随机过程的一维概率分布

设{X(t), t ∈ T}是一个随机过程，对于任意固定的t ∈ T，X(t)是个随机变量，其
分布函数为

F(x, t) = P{X(t) ≤ x}

称为随机过程{X(t), t ∈ T}的一维分布函数。
如果存在

F(x, t) =

∫ x

−∞
f(y, t)dy

则

f(x, t) =
∂F(x, t)

∂x

称f(x, t)为随机过程{X(t), t ∈ T}的一维概率密度函数。
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随机过程的概率分布

随机过程的二维概率分布

设{X(t), t ∈ T}是一个随机过程，对于任意固定的两
个t1, t2 ∈ T，{X(t1),X(t2)}是一个二维随机变量，其联合分布函数为

F(x1, x2; t1, t2) = P{X(t1) ≤ x1,X(t2) ≤ x2}

称为随机过程{X(t), t ∈ T}的二维分布函数。
如果存在

F(x1, x2; t1, t2) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
f(y1, y2; t1, t2)dy2dy1

则

f(x1, x2; t1, t2) =
∂2F(x1, x2; t1, t2)

∂x1∂x2

称f(x1, x2; t1, t2)为随机过程{X(t), t ∈ T}的二维概率密度函数。
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随机过程的概率分布

随机过程的二维概率分布

针对一个随机过程X(t)，一维概率分布可以看成是二维概率分布的边缘分布，
有下列关系：

f(x1; t1) =

∫ +∞

−∞
f(x1, x2; t1, t2)dx2

f(x2; t2) =

∫ +∞

−∞
f(x1, x2; t1, t2)dx1

F(x1; t1) = F(x1,∞; t1, t2)

F(x2; t2) = F(∞, x2; t1, t2)
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随机过程的概率分布

随机过程的n维概率分布

设 {X(t), t ∈ T}是一随机过程，对于任意时刻 t1, t2, . . . , tn ∈ T,
{X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)}组成n维随机变量，其联合分布函数为

F(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn) = P{X(t1) ≤ x1,X(t2) ≤ x2, · · · ,X(tn) ≤ xn}

称为随机过程 {X(t), t ∈ T}的n维分布函数
如果存在

F(x1, · · · , xn; t1, · · · , tn) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f(y1, . . . , yn; t1, · · · , tn)dy1 · · ·dyn

或者

f(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn) =
∂nF(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn)

∂x1∂x2 · · · ∂xn

称 f(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)为随机过程 {X(t), t ∈ T}的n维概率密度函数
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随机过程的概率分布

有限维分布函数族

随机过程 {X(t), t ∈ T}的一维分布函数、二维分布函数、...、n维分布函数等
的全体：

{F(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn), t1, t2, · · · , tn ∈ T,n ≥ 1}

称为随机过程 {X(t), t ∈ T}的有限维分布函数族
同样地，概率密度的整体

{f(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn), t1, t2, · · · , tn ∈ T,n ≥ 1}

称为随机过程 {X(t), t ∈ T}的有限维概率密度族

它们描述了随机过程的概率分布！
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随机过程的概率分布

n+m维联合分布函数

设 {X(t), t ∈ T}和 {Y(t), t ∈ T}是两个随机过程，称 {[X(t),Y(t)]⊤, t ∈ T}
为二维随机过程

对于任意的 ti ∈ T, tj ∈ T, i = 1, 2, . . . ,n, j = 1, 2, . . . ,m，把 n+m维随机变
量 [X(t1),X(t2), . . . ,X(tn),Y(t1),Y(t2), . . . ,Y(tm)] 的联合分布函数

FXY(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym; t1, t2, · · · , tn; t′1, t′2, · · · , t′m)
= P{X(t1) ≤ x1, . . . ,X(tn) ≤ xn,Y(t

′
1) ≤ y1, . . . ,Y(t

′
m) ≤ ym}

称为二维随机过程 {[X(t),Y(t)]⊤, t ∈ T}的 n+m维联合分布函数
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随机过程的概率分布

n+m维联合概率密度

类似的，若存在

FXY(x1, · · · , xn; y1, · · · , ym; t1, t2, · · · , tn; t′1, t′2, · · · , t′m)

=

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞

∫ y1

−∞
· · ·

∫ ym

−∞
fXY(x1, · · · , xn; y1, · · · , ym; t1, · · · , tn; t′1, · · · , t′m)

dx1dx2 · · ·dxndy1 · · ·dym

或者

fXY(x1, · · · , xn; y1, · · · , ym; t1, · · · , tn; t′1, · · · , t′m)

=
∂n+m

∂x1∂x2 · · · ∂xn∂y1 · · · ∂ym
FXY(x1, · · · , xn; y1, · · · , ym; t1, · · · , tn; t′1, · · · , t′m)

称
fXY(x1, · · · , xn; y1, · · · , ym; t1, · · · , tn; t′1, · · · , t′m)

为随机过程 {X(t), t ∈ T}和 {Y(t), t ∈ T}的 n+m维联合概率密度
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随机过程的概率分布

分布函数的性质

1 对称性：对于 (1, 2, . . . ,n)的任意一种排列 (j1, j2, . . . , jn)，有

F(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) = F(xj1 , xj2 , . . . , xjn ; tj1 , tj2 , . . . , tjn)

事实上有P{X(t1) ≤ x1,X(t2) ≤ x2, . . . ,X(tn) ≤ xn} = P{X(tj1) ≤
xj1 ,X(tj2) ≤ xj2 , . . . ,X(tjn) ≤ xjn}

2 相容性：对于任意整数m < n，有

F(x1, x2, . . . , xm; t1, t2, . . . , tm) = F(x1, x2, . . . , xm,∞, . . . ,∞; t1, t2, . . . , tn)

f(x1, x2, . . . , xm; t1, t2, . . . , tm)

=

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, . . . , xm, xm+1, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)dxm+1 . . .dxn

3 存在性定理：若分布函数族 {F(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn), t1, . . . , tn ∈ T,n ≥ 1}
满足对称性和相容性，则必存在一个随机过程 {X(t), t ∈ T}，使得
F(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn,n ≥ 1)为 {X(t), t ∈ T}的有限维分布函数族，即

F(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn) = P{X(t1) ≤ x1,X(t2) ≤ x2, . . . ,X(tn) ≤ xn}
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随机过程的概率分布

分布函数的性质：独立性

独立性（充要条件）：对于随机过程 {X(t), t ∈ T}，若
X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)统计独立，则有

F(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)

= F(x1; t1) · F(x2; t2) · · · F(xn; tn)
f(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn)

= f(x1; t1) · f(x2; t2) · · · f(xn; tn)

如果随机过程 {X(t), t ∈ T}和 {Y(t), t ∈ T}相互独立，则有

FXY(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym; t1, . . . , tn; t
′
1, . . . , t

′
m)

= FX(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) · FY(y1, . . . , ym; t′1, . . . , t′m)
fXY(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym; t1, . . . , tn; t

′
1, . . . , t

′
m)

= fX(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) · fY(y1, . . . , ym; t′1, . . . , t′m)
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随机过程的概率分布

伯努利随机序列

Example (伯努利随机序列)

考虑伯努利随机序列{X(n),n = 1, 2, . . .}。在 t = n 时刻，事件发生，记
作X(n) = 1; 在 t = n 时刻，事件不发生，记作X(n) = 0。已知
P{X(n) = 1} = p, P{X(n) = 0} = 1− p = q, 计算该随机序列的一维、二维概
率分布和密度函数。

X(n)分布率
X(n) 0 1
P q = 1− p p

根据定义，有

F(x;n) = P (X(n) ≤ x) =


0, x ≤ 0

q, 0 < x ≤ 1

1, x > 1

= pU(x− 1) + qU(x)

其中，U(x)是单位阶跃函数，定义为U(x) =

{
1, x ≥ 0

0, 其他
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随机过程的概率分布

Example (伯努利随机序列)

考虑伯努利随机序列{X(n),n = 1, 2, . . .}。在 t = n 时刻，事件发生，记
作X(n) = 1; 在 t = n 时刻，事件不发生，记作X(n) = 0。已知
P{X(n) = 1} = p, P{X(n) = 0} = 1− p = q, 计算该随机序列的一维、二维概
率分布和密度函数。

一维概率密度函数为：

f(x;n) =
∂F(x,n)

∂x
= pδ(x− 1) + qδ(x)

其中，δ(x)为单位冲激函数。其二维概率分布函数，由X(n1),X(n2)统计独立

F(x1, x2;n1,n2) = P[X(n1) ≤ x1,X(n2) ≤ x2] = P[X(n1) ≤ x1] · P[X(n2) ≤ x2]

= p2U(x1 − 1, x2 − 1) + pqU(x1 − 1, x2) + pqU(x1, x2 − 1) + q2U(x1, x2)

二维概率密度函数为

f(x1, x2;n1,n2) = p2δ(x1−1, x2−1)+pqδ(x1−1, x2)+pqδ(x1, x2−1)+q2δ(x1, x2)

其中，U(x, y) = U(x)U(y)是二维单位阶跃函数，δ(x, y) = δ(x)δ(y)为二维单位
冲激函数。
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随机过程的概率分布

例子：袋中取球

Example (袋中取球)

袋中放有一个白球，两个红球，每隔单位时间从袋中任取一球，取后放回，对
于每一个固定的 t对应随机变量

X(t) =

{
t
3 , 如果t时刻取得红球

et, 如果t时刻取得白球

求这个随机过程的一维分布函数族。

其分布律为
X(t)取值 t

3 et

P(X(t) = xi) 2/3 1/3

故一维分布函数为：

F(x1; t1) = P(X(t1) ≤ x1) =


0, x1 < t1

3
2
3 ,

t
3 ≤ x1 < et1

1, x1 ≥ et1
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随机过程的数字特征
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几种重要的随机过程
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